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Asumimos que tenemos definido un espacio de probabilidad completo (€2, P) y todos los
vectores aleatorios con los que tratemos estardn formados por variables aleatorias reales.

1. FORMAS CUADRATICAS Y MATRICES SIMETRICAS

Definicién 1 (Formas cuadraticas n-dimensionales). Se dice que una funcion F' : R" —
R es una forma cuadrdtica si tiene la forma:

F(zy,...,m,) = Z{j,ke{l7...,n}:j§k} CjkLj Tk
donde los coeficientes cji, son constantes.

Definicién 2 (Formas cuadraticas n-dimensionales definidas positivas). Se dice que
una forma cuadrdtica F: R" — R es definida positiva si F(x) > 0 para cualquier x € R™.

Definicién 3 (Formas cuadraticas n-dimensionales definidas estrictamente posi-
tivas). Se dice que una forma cuadrdtica F : R" — R es definida estrictamente positiva si
F(x) > 0 para cualquier vector x # 0.

Si () es una matriz simétrica de n x n, arbitraria, entonces la funcién F': R" — R definida
por F(z) = x'Qz es una forma cuadrética, a la cual denominaremos la forma cuadratica
asociada a la matriz Q).

Definicién 4 (Matrices definidas positivas). Se dice que una matriz simétrica de n X n
es definida positiva si su forma cuadrdtica asociada es definida positiva.

Definicién 5 (Matrices definidas estrictamente positivas). Se dice que una matriz
simétrica de n X n es definida estrictamente positiva si su forma cuadrdtica asociada es
definida estrictamente positiva.

Denotaremos por [, a la matriz diagonal de n x n para la cual a;; = 1, para cualquier
i€ {l,...,n} y por Dy ay. a, & la matriz diagonal de n x n cuyos elementos sobre la
diagonal son oy, s, ..., ay,.

Definicién 6 (Matrices ortogonales). Diremos que una matriz A, de n X n, es ortogonal
st A'A =1,.

Supongamos que A es ortogonal y sea x € R" tal que Ax = 0, entonces z = I,,x = A'Az = 0;
asi que A es invertible. Ademaés:

ATl =T,A7 = (ATA) A7 = A(AATY) = AL, = A
De aquf se sigue a su vez que A! es ortogonal.

Proposicién 1. Sea A una matriz de n x n, entonces la matriz Q = AA! es simétrica y
definida positiva. Si ademds A es invertible entonces Q es definida estrictamente positiva.
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Demostracién

Q' = (AAN = AA" = @, asf que @ es simétrica.

Si z € R", entonces:

#'Qr =t AAt = (Alz)'(Alat) = (Alz) - (Alz) = |Atz]> > 0
Asi que () es definida positiva.

Si A es invertible, A’z = 0 si y s6lo si x = 0. Asf que, si 2'Qx = 0, entonces ||A'z| = 0, asf
que x = 0, lo cual demuestra que () es estrictamente definida positiva.
]

Corolario 1. Sea A una matriz de n xn, entonces la matriz Q = A'A es simétrica y definida
positiva. Si ademds A es invertible entonces () es estrictamente definida positiva.

Se tiene ademds el siguiente resultado:

Proposicion 2. Sea () una matriz simétrica de nxn, entonces sus valores propios, o, . . . , iy,
son reales 1 existe una base ortonormal, v, v ... 0™ de R tal que Q(vV)) = Ozjv(J) para
cualquier j € {1,2,...,n}.

Corolario 2. Si Q es una matriz simétrica de n X n, existen n nimeros reales oy, ..., , Y
una matriz ortogonal P tales que P'QP = D, ., -

Demostracion
Sean o, . . ., oy, los valores propios de @ y v, v . (™ una base ortonormal de R" tal que
QYY) = a;vV) para cualquier j € {1,2,...,n}. Definamos una matriz P cuyas columnas
estén formadas por los vectores v, v® .. v Obviamente P es ortogonal.
Para cada j € {1,2,...,n}, sea v\¥) = (vgj), ’Uéj), o ,v,(lj)>. Se tiene entonces:
O O S N O KO
PtQP _ U]. U2 e U, Q U2 U2 [ U2
Q) Uén) L ORI
vgl) vél) I alvgl) 0421}?) e &nvgn)
v§2) v§2) P alvél) a2v§2) e anvén)
— X = Dal,,..,an
v%n) vgn) A v v o auiY



3

Corolario 3. Si ) es una matriz simétrica y definida positiva, de n x n, existen n nimeros

reales no negativos o, . ..,y y una matriz ortogonal P tales que P'QP = Do, 4, Si Q es
definida estrictamente positiva, entonces oy, . .., q, son niumeros reales positivos.
Demostracion

Sean oy, ..., q, n nimeros reales y P una matriz ortogonal tales que P'QP = Do, . -
Para cada j € {1,...,n}, sea w el vector de R™ cuya j-ésima coordenada es 1 y todas las

demss son cero. Entonces, como P es invertible, Pw") # 0 y como Q es definida positiva,
(PwY)tQ(Pw™) > 0. Por lo tanto:

a; = aj (W - w®) = (w(j))tajw(j) = (w(j))tDm,.. a,wt)

_ (w(j)>tthpw(j) = (PuD)YQ(PwW) > 0

Si @ es definida estrictamente positiva, el > puede reemplazarse por >.

Corolario 4. Si () es una matriz simétrica y definida estrictamente positiva, entonces es
1nvertible.

Demostraciéon

Sean aq,...,q, numeros reales positivos y P una matriz ortogonal tales que P'QP =
D,,....on- Entonces D, . o, es invertible y Q@ = PD,, ., P'; asi que @ es invertible.

n

Proposicion 3. Sea ) una matriz simétrica y definida positiva, entonces existe una matriz
B, simétrica y definida positiva tal que QQ = B%. Si Q es definida estrictamente positiva,
entonces existe una matriz B, definida estrictamente positiva, con la misma propiedad.

Demostracion

Si Q es de n X n, existen n nimeros reales no negativos aq, ..., q, y una matriz ortogonal
t —
P tal que P'QP = D,, .. a,-

Definamos B = PD /a;,... /& P'. Entonces:
B'= (PD ... azP")' = PD s yazP' = B
Asi que B es simétrica.

Sea r € R" distinto del vector cero, entonces, como P! es invertible, se tiene P'x # 0.
Ademas, la matriz D T /am €8 definida positiva. Por lo tanto:

ZL’tBZL’ = xtPD\/a7._.7\/a*"PtI = (Ptx) D\/@--.,\/oTn (Ptl’) Z 0

Asi que B es definida positiva.
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Si @) es definida estrictamente positiva, entonces ay, . .., a, son positivos, asf que D /a7 /&,
es definida estrictamente positiva y, entonces, B también lo es.

Finalmente:
B? = PDP!PDPt = PD?Pt = PDahwanPt =Q
| |

Corolario 5. Sea () una matriz simétrica y definida positiva, entonces existe una matriz
A tal que Q = AA'. Si Q es definida estrictamente positiva, entonces existe una matriz A,
tnvertible, con la misma propiedad.

Demostraciéon

Sea B = PD /a;,.., mPt como en la demostracién de la proposicién anterior, entonces () =
B? = B'B ya que B es simétrica.

Ademds, si @ es definida estrictamente positiva, entonces D /a7, /a, es invertible, asi que
B también lo es.

]
Proposicién 4. La matriz de covarianzas C = (c;i,), de cualquier vector aleatorio X =
(X1, Xa, ..., Xp), es simétrica y definida positiva.
Demostracion
Obviamente C' es simétrica.
Sipe = (py, fho, - - -, it,) €s €l vector de esperanzas de X y x = (v1,%2,...,%,) € R", se tiene:
n 2 n n
E (Ek:l o (Xi — 1)) ] = Zj:l [xj (Xj - ,uj) Zk:l wp (Xp — Nk;)}
= Z?:l ZZ:1 TRl [(Xj - Hj) (Xk — Nk)]
=2 i ko cpan) 7y = (Cx) - = 2'C
Asi que x!Cx > 0 para cualquier x € R".
]
2. VECTORES ALEATORIOS GAUSSIANOS
Definicién 7. Diremos que un vector aleatorio X = (X1, Xo,..., X)) es gaussiano si existe
un vector aleatorio U = (Uy,...,U,), cuyas componentes son variables aleatorias indepen-

dientes con distribucion normal estandar, una matriz A de nxn y un vector j n-dimensional
tales que X = AU + p. Sin =1, diremos que X es una variable aleatoria gaussiana.
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Proposicién 5. Supongamos que el vector aleatorio X = (Xq,...,X,,) es gaussiano y sean
A = (ay), U y p tales que X = AU + p, de acuerdo con la definicion 7, entonces p y
C = (¢j5) = AA" son el vector de esperanzas y la matriz de covarianzas, respectivamente, de
X.

Demostracién

Sean A = (aj;), entonces X; = )" auUp + py, ast que E [X;] = p; y
Cov (X;, Xy) = E [(Xj — p))(Xy, — )] = B[], a5 Un) (0, awsUs)]
= D1 D ey G B [UUL]) = 300 ajsags = cji

Obsérvese que una variable aleatoria gaussiana X tiene la forma X = aU + pu, donde a, p € R
y U es una variable aleatoria con distribucién normal estdndar. Asi que, o bien X tiene
distribucién normal con pardmetros i y a?, o bien X es constante.

Recordemos que si X es una variable aleatoria real, la funcién caracteristica, ®x, de X estd
definida por:

Dy (t) = E "]
para cualquier t € R.

También, si X es una variable aleatoria real, la funcién generadora de momentos, My, de X
estd definida por:

My (t) = E [e"X]
para todos aquellos nimeros reales ¢ para los cuales e'* tenga esperanza finita.
Si X tiene distribucién normal estdndar, entonces:

MX (t) = E[etX] — fOO ethe—%aﬁdx _ \/L?? ffooo Gtxe_%($2_2t$)d;p

—0o0 V2
142 roo  _Llin 42 142 co 1,2 142
= —127rezt fiooe 3@t — eat —127r fiooe Y dy = eat

para cualquier nimero real £.

2

dy(t)=FE [eitX] _ éfjooo it o=30° — \/%ffooo e 3t

2 o5 (@=it)? g,

1 oo L2 _ 142 co—it 1,2 _42 _ 1.2
= e 2 \/LQTTI—OOe Q(x it) dr = e zt\/%f_oo_ite 27°dz = e t\/%?f[/e 2% dz

donde L : R — C es la recta en el plano complejo definida por la funcién © — x — it



Sea a un mimero real positivo arbitrario y consideremos el recténgulo R, de vértices A =
—a—1it, B=a—it,C=ay D = —a. Se tiene:

1.2

fRa e 2% dz =0

— — —
Denotemos por S_1> al segmento AB, por S, al segmento BC, por S3 al segmento C'D y por
Sy al segmento DA. Entonces:

_1.2 ; _1,2
fLe 277 dz = limy 00 fsle 2% dz

, _1,2 , _1,2 , _1,2 , _1,2
=lim,—oo fRa e ¥ dz — limy_oo f52€ 2%°dz — limy— oo sze 2%°dz 4+ limy oo fS4e 2%°dz
Por otra parte:

)fé& ei%zzd'z‘ -

o —1.2 _ 0 —La+iu)?; _ 0 —Ll(atiu)?
[ ez dz’ = ‘f_te 2 idu| = | [~ e2 du

102 | (0 i la2 102 (| iau| L Lu C12 ol L2 1,42
=e 2 | [ etovent du‘ <e3® fo‘ | lemi | e2" dy = ™2 fo‘ e’ qu < e=39% /7
_1,2 —a—it _ 1,2 -t L(—a+tiu)?; -t L(—a+iu)?
z —_ z —_ aT1U — aAT1U
)f&le 2 dz‘—’f_a ez dz‘—‘fo e 2 1du| = fo e 2 du
102 | =t iau L2 102 ol iau| du? C1a2 el L2 1,2
= e 2% | [ eten® du’ <e 3 f0| emiou| g3 dy = e~ f0| L3 du < e39° /7
Asi que:

2

_ 1.2 , _1 ; —a _ 1,2
fLe 2*"dz =0 — limy oo fs3 e 2% dz = — limy_ 0o fa e~ 2% dz

=iy oo [* e dz = [% e 37 dz = /27

Por lo tanto:

1.2 1.2 1,2
_ ,—5t7_1 -5z _ =5t
Oy (t)=e2 —meez dz=¢€"2
De manera més general si X = (X3, Xy,...,X,) es un vector aleatorio formado por variables
aleatorias reales, se definen su funcién caracteristica, ®x : R” — C, y su funcién generadora

de momentos, My : R" — R, respectivamente, de la siguiente manera:



Dy (v) = E [ef 21 0Xr]
My (v) = E [eXk=1%Xx]
donde v = (v1,vq, ..., 0y).

Mx queda definida tinicamente para aquellos vectores v € R™ para los cuales E [62211 ”ka}
tenga esperanza finita.

Proposicién 6. Si X = (X1, Xs, ..., X,,) es un vector aleatorio gaussiano, sea U = (U, Us, . ..

un vector aleatorio formado por variables aleatorias independientes con distribucion normal
estandar, j1 = (fiy, fho, - - -, lby,) €l vector de esperanzas de X, C' la matriz de covarianzas de
X y A = (aj;) una matriz de n x n tales que X = AU + p. Entonces la funcién generadora
de momentos de X, Mx : R" — R, y la funcion caracteristica de X, ®x : R* — C, estdn
dadas, respectivamente, por:

My (v) = " exp {1 (Cv) - v}
Dy (v) = eWexp {1 (Cv) - v}

Demostraciéon
Mx (v) = E [ezyzlwxj} =E [62?:1”:‘ ZQ:l(“ij”“j)]

= F [6(27:1 Vi ko1 aijk)""Z;L:l ’Ujﬂj] — 62?:1 Vitt; | [e <Z?:1 Vi > h—1 aijk>:|

_ e(v‘,U«)E |:€E;L:1 Zz:l (lijjUk:| — ei(’U'M)E |:ez;cl:1 Z:;-Lzl Iljk’UjUki|
. 2
_ G(v"u) szl E [627‘:1 ajk'UjUk:| — e(v',u) HZ:l exp {% <Z?:1 ajkvj> }

= ("M exp { >y <Z?:1 ajkvj)2}

= (VM) exp { L At|| } = ("1 exp {% (Atv)tAtv}

= e exp {Jvf AANW} = "M exp {20'Cv}

=e"Mexp {1 (Cv) - v}

O (v) = B [T %] = B [ea s Kiaa (elict )|

_E [ (T v T, ajkuk)ﬂ-z;;lvjuj} ) Sy [e (iz;;lvj zgzlajkyk”

— oilvw g [ei i1 2ok=1 ajkijk] — oilvw g [ei D k=121 ajkijk]

,Un)
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| o | 2
— W [ E [el E]‘=1“J"“”ﬂ'U’“} = W T exp {—% (Z}ll ajkvj) }

= el(v,u) exp {—% Zk:l (Zj:l CijUj> }
— ¢ilvn) exp {_% ||Atv||2} — eilvp) exp {_% (Atv)tAtU}

= 'MW exp {— vt AAN} = M exp {—1v'Cv}

='W exp {1 (Cv) v} .

La funcién caracteristica de una variable aleatoria o de un vector aleatorio determina su
distribucién. En particular, si X y Y son dos vectores aleatorios tales que ® x = ®y, entonces
X y Y tienen la misma distribucién.

También se tiene el siguiente resultado (ver, por ejemplo, Chung, K. L., A course in proba-
bility theory, second edition, p. 187-188):

Las componentes de un vector aleatorio X = (X1, X»,..., X,,) son independientes si y sélo
si se cumple que:

CI)X (Ul, Vo, ... ,Un) = H;-lzl CI)Xj (Uj)
para cualquier vector (vq,vs,...,v,) € R™.

Por otra parte, si X = (X1, Xs,...,X,) es un vector aleatorio, entonces, si ki, ks, . .., k, son
nimeros naturales, se tiene:

O O (v) = B [(X0) (1X0)" - (1) e D v

k k
Ovy 1 81}22 ~~8v§"

Por lo tanto:

B [(iX0)" (i) (iX,)" | = 2220 (0,0,...,0)

- 8vf18v§2~--8v§”
Lema 1. Si X = (X1, Xy,...,X,,) es un vector aleatorio cuya funcion caracteristica estd
dada por:
Dy (v) = M exp {—1v'Cv}

donde pv = (fiy, fo, - - - ph,) € R y C = (cji) es una matriz simétrica, entonces j1 y C' son el
vector de esperanzas de X y la matriz de covarianzas de X, respectivamente.

Demostraciéon

n

Oy (U) _ 61’(21':1 vjﬂj) exp {—% Z?:l ZZ:I Cijj’Uk}



Asi que:
B%T(I)X (v) = ei<2j:1 vy ) exp {—% D i1 2kt Cjkvjvk} [_% (ZZ:1 CrkVk + 2 5y ervj)}
+Z.MT€7Z<Z]':1 vn;) exp {—% D i1 ket cjkvjvk}

= dx (v) [—% (ZZ:1 CokVk + D5 er%) + i#ri|

2

2
L5y (v) = Ox (v) [—4 (Choy nvn+ Xy o) + it | = 0x () v

2
81}?81}8 CI)X (U)

= x (v) [—% (ZL CsrV + D5y st“j) + ius] [—% (ZZ:1 CrkVk + D5 er’%’) + Wr]
—Dx (v) ¢

En particular:

2Px (0,0,...,0) = in,

8‘9—;@)((0,0,...,0) = —p? — ¢

325 ®x (0,0,...,0) = —pu 1, — Cs

Asi que,

E[X,] = —izZ=®x (0,0,...,0) = p,

E[X?] = =505 (0,0,...,0) = g2 + ey
E[X,X,] = —525-0x (0,0,...,0) = popu, + v
Var (X,) = E[X]] = (B[X.])" = ¢

Cov (X, Xs) = E[X, X,] — E[X,] E[X,] = ¢y

Proposicién 7. Si X = (X1, Xs,...,X,) es un vector aleatorio gaussiano, entonces las
variables aleatorias X1, Xo, ..., X, son independientes si y sélo si su matriz de covarianzas
es diagonal.

Demostracion

Si X1, Xs,..., X, son independientes, la covarianza de cualquier par de ellas es cero, asi que
la matriz de covarianzas de X es diagonal.
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Supongamos ahora que la matriz de covarianzas C' = (cj;) de X es diagonal, entonces, si
= (y, fg, - - -, 11,,) €s el vector de esperanzas de X, para cualquier v = (vq, v, ...,v,) € R™,
se tiene:

b (’U) = ei(v-u) exp {_% (CU) . U} — €i<zj:1 vj#j) exp {—% Z?:l ijUJZ}

_ H;‘lzl eivjljfje_%cjjv]? = H?:l CIDX]. (’Uj)

Asi que las variables aleatorias X;, X, ..., X, son independientes.

Proposicién 8. Sea X = (X1, Xo, ..., X,) un vector aleatorio. Las siquientes propiedades
son equivalentes:

i) X es gaussiano.

i1) La funcion caracteristica de X estd dada por:

Dy (v) = eMexp {1 (Cv) - v}

para cualquier v € R™, donde n € R™ y C' es una matriz simétrica.

iii) Para cualquier vector A = (A1, Mg, ..., A\n) € R", la variable aleatoria Y = Z?:1 A X es
gaussiana.

Demostracién
i) = 1) se demostré arriba.
if) = iii)

Oy (t)=E[e™] =E [eit ZJ:WXJ'] —F [ei 2 AﬂXf] = Oy (M, Aoty ..., Ant)

— ei<2j=1 Ajo) exp {—% Z?:l Zzzl CjkAthkt}
_ eit(zjzl Aj#j) exp {_%tz Z?:l 22:1 Cjk)\j/\k}

= eit(ZJ:l )‘”LJ) exp {—%t2/\t0)\}
Por el lema, C' es definida positiva.
Si A‘C\ > 0, entonces Y tiene distribucién normal con esperanza, 2?21 Ajp; y varianza MO

22:1 Ajk

Y- : e )
Asi que U = oy tiene distribucién normal estandar y:

Y =30 Ay + VAIONU
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Asi que Y es gaussiana.

Si M*C\ = 0, entonces Y es una variable aleatoria constante e igual a Z;Zl Ajp;. Asf que YV
es gaussiana.

iii) = 1)

Sean p = (py, o, -- -, ) €l vector de esperanzas de X y V el subespacio vectorial de
L? (2, S, P) generado por X — iy, Xo— s, . . . , X, — 1, €l cual tiene dimensién menor o igual
a n y estd formado por variables aleatorias gaussianas de esperanza cero. Sea Uy, Us, ..., U,
una base ortonormal de V. Entonces las variables aleatorias Uy, Us, ..., U,, tienen cada una
distribucién normal estdndar y la covarianza entre cualquier par de ellas es cero.

Ademsds, para cada k € {1,2,...,m}, U, se puede expresar como combinacién lineal de
X1 —E[Xq],Xo—E[Xy,...,X,, — E[X,]; es decir:

U = 2251 uny (X5 — 1))

donde cada término uy; es un nimero real.

Sea v = (v1, Vs, ...,v,) € R™, entonces:

s Uk = 303y ok 20 g (X — py) = 300y S0 wwgon (X — )
= >0 (ke uwgvr) (X — 1)

Asf que, como la variable aleatoria » 7, (34", uk;jvk) (X, — ;) es gaussiana y su esperanza

es cero, o bien Y, v, U} es una variable aleatoria con distribucién normal de esperanza 0
. 2 . .

y varianza E [(E;nzl v Uy) ] = >0, vi, o bien > 7" v Ug es constante e igual a 0. En

cualquier caso se tiene:
m m
_ i CopU| -2 v n 12 n
Oy (v1,v2, ..., 0m) = E [e 2 ] e DY [T e 2% = [Ty o, (k)
Asi que las variables aleatorias Uy, Us, ..., U,, son independientes.

Si m < n, consideremos n — m variables aleatorias independientes, U,, 1, ..., U,, con dis-
tribucién normal estdandar e independientes de Uy, Us, . .., Up,.

Para cada j € {1,2,...,n} la variable aleatoria X; — p; se puede expresar como combinacién
lineal de Uy, Us,...,U,, asi que también se puede expresar como combinacién lineal de
Ui, Us, ..., U,. Podemos entonces definir una matriz A de n x n tal que X = u+ AU, donde
1 es el vector de esperanzas de X. Por lo tanto, el vector aleatorio X es gaussiano.
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3. MEDIDAS GAUSSIANAS
Un vector aleatorio X = (X1, Xs, ..., X,,) es una funcién medible X : (2,3, P) — (R",B (R"))
definida por X (w) = (Xj (w), X2 (w), ..., X, (w)). La proyeccién de P bajo X es una me-

dida sobre (R™, B (R™)), la cual denotaremos por my y la llamaremos la distribucién de X.
Si B € B (R"), se tiene:

mx (B) = P[X € B|
Si X es gaussiano, diremos que su distribucién, my, es una medida gaussiana.

Si m es una medida sobre (R™, B (R™)), definimos su funcién caracteristica ®,, : R" — C de
la siguiente manera:

D, (V) = [pn € Pdm ()
para cualquier v € R".
Si mx es la distribucién de un vector aleatorio X, se tiene ®,,, = ®x.

Por la proposicién 8, una medida pu, definida sobre (R, B (R™)), es gaussiana si y sélo si su
funcién caracteristica estd dada por:

D, (v) = eMexp {1 (Cv) - v}
para cualquier v € R", donde p € R" y C' es una matriz simétrica definida positiva.

Sea m una medida gaussiana sobre (R™, 8 (R")) y X = (X3, Xy, ..., X,), donde, para cada
Jj€A{1,2,...,n}, X; es la proyeccién de R™ sobre la coordenada j. X es entonces la funcién
identidad de R™ en R™ y obviamente X es un vector aleatorio. Si B € B (R"), se tiene:

mx (B) =m[X € B] =m(B)
Por lo tanto, X es un vector aleatorio gaussiano.

Asi que se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 9. Sea m una medida gaussiana sobre (R™,8 (R")), entonces el vector aleato-
rio X = (X1, Xs,...,X,), definido sobre (R™,B (R™),m), cuya j-ésima componente es la
proyeccion de R™ sobre la coordenada j, es gaussiano y su distribucion es m.

4. DISTRIBUCION NORMAL MULTIVARIADA

Una medida gaussiana sobre (R™, 8 (R")) no es siempre absolutamente continua con respecto
a la medida de Lebesgue en R™. Por ejemplo, si Y es una variable aleatoria, definida sobre
(2,3, P), con distribucién normal estandar, el vector aleatorio (Y,Y') es gaussiano y si D =
{(x,y) € R? : y = 2}, entonces:
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myy) (D) =P[Y,Y) e D] =1

Pero D tiene medida de Lebesgue cero, asi que my,y) no es absolutamente continua con
respecto a la medida de Lebesgue en R2.

Definicién 8. Si la distribucion mx de un vector aleatorio gaussiano X = (X1, Xa, ..., Xp)
es absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue en R™ diremos que X tiene
distribucion normal multivariada.

Proposicién 10. La distribucion mx de un vector aleatorio gaussiano X = (X1, Xa, ..., Xp)
es absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue en R™ si y sélo si su matriz de
covarianzas C es definida estrictamente positiva. Si este es el caso, una funcion de densidad
de mx con respecto a la medida de Lebesgue en R™ estd dada por:

o) = Y exp (=37 = )« (o = )}

donde 1 es el vector de esperanzas de X.

Demostraciéon

Supongamos primero que la matriz de covarianzas C' es definida estrictamente positiva,
entonces C' es invertible. Definamos entonces ma medida m sobre B (R") de la siguiente
manera:

fB o _dexp {307 — ) (@ — )} dA, ()
donde u es el vector de esperanzas de X y A, es la medida de Lebesgue en R".

Se tiene entonces:
V) = Jan €Vdm () = [ )" exp{ o —p) - (= p)}dr, (2)

para cualquier v € R".

Sea B una matriz simétrica definida estrictamente positiva tal que C' = B? y consideremos
el cambio de variable x = Bu + p. Entonces:

Jgn €070 (\);)n exp{—1C (z—p) (x—p)}dr, (2)

=¢'vm [ |B|eBY %Jn exp{—3C~'Bu- Bu} d\, (u)

—~

— ilvn) fRn u' Bty <¢217)" exp {—3u'B'B~'B™'Bu} d\, (u)

— ei(v~y) fRn 6z(Bt”U u

\/217)71 exp {—3u-u}dA, (u)

~—
—
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='W exp {—1 (B') - (B'v)}

= e’ exp {—1v' BB} = ¢'"M exp { —10v'Cv}
=M exp {—1 (Cv) - v}

Asi que @, = ®,,,, y, por lo tanto, m = mx.

Supongamos ahora que C' no es definida estrictamente positiva y sea B una matriz simétrica
y definida positiva tal que C' = B? = BB".

Consideremos el espacio de probabilidad (R, (R™),m), donde m es la distribucién de
un vector aleatorio cuyas componentes son variables aleatorias independientes, cada una
de ellas con distribucién normal estdndar. Sea U = (Uy, Uy, ...,U,), donde, para cada j €
{1,2,...,n}, U; es la proyeccién de R" sobre la coordenada j. Las componentes de U son
entonces variables aleatorias independientes, definidas sobre (R™, (R™),m), cada una de
ellas con distribucién normal estdndar. Ademéds U (z) = x para cualquier x € R".

Definamos Y = BU + u, entonces:

Dy (v) = M exp {—1 (Cv) - v}

para cualquier v € R", donde C' = BB'.

Por lo tanto, X y Y tienen la misma distribucién, es decir my = my.

Como C no es definida estrictamente positiva, B no es invertible, asi que los vectores columna
de B generan un subespacio de R" de dimensién menor que n.

Para cada x € R", se tiene Y (z) — u = BU () = Ax; en particular, si ej,es,...,¢€, es la
base canénica de R, se tiene Y (e;) — pn = Be; para cualquier j € {1,2,...,n}. Por lo tanto
Y (ej) — p es el vector formado por la j-ésima columna de B, el cual denotaremos por d;.

Siz = (x1,22,...,7,) € R" se tiene entonces:
Y (SC) = U + Z?:l Sdej

Asi que la imagen de R™ bajo Y — i estd contenida en el subespacio D de R™ generado por
los vectores dy,ds, ..., d,, cuya dimensién es menor que n.

Por lo tanto,
my (p+ D) =1

Pero A\, (u+ D) = 0, asi que mx = my no es absolutamente continua con respecto a la
medida de Lebesgue en R".



Corolario 6. Sea X un vector aleatorio con funcion de densidad fx dada por:

fx(@) = Kexp {—3C" (z — p) - (z — p) }

donde C' es una matriz simétrica y definida estrictamente positiva y K (real) y p (vector)
son constantes, entonces X es gaussiano.

Un vector aleatorio X = (X3, Xs,...,X,,) formado por variables aleatorias con distribucién
normal, no necesariamente es gaussiano.

Ejemplo 1. Sean X y Y dos variables aleatorias con funcion de densidad conjunta dada
por:

1 _l($2+y2) . >0 e
_ 7T€2 S1x > ,y<00x<0,y20
fX,Y(x’y) { 0 en otro caso

Se tiene:

f ( )_ %fooo e*%(x2+y2)dy stx <0 _ 1 —%xQ
e %ff e 3@y six >0 var©

[e 9]

1 _ 1,2 2 .
L [Fe 2™ dy siy <0 L 1,2

— L _p 3y

fr(y) = { lfi) o= 3@ H?) 1y sty >0 = Var®

™

Ast que tanto X como Y tienen distribucion normal estandar.

Ademdas:

Cov(X,Y)=F[XY]= %LOOO I rye 2@+ dydy + 1 I f?oo zye™ 2 @) dydr
R o

Por lo tanto:

o ZE)G) =00

= (ma? + dzy + 7y°)
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Ast que, si el vector aleatorio (X,Y) fuera gaussiano, su funcién de densidad conjunta
estaria dada por:

fxy(x,y) = %em{ sC1 ( z ) ~($,y)}

= s P~

T (ma? + dzy + my?) }
Pero:

Lo—3(*+v%) g0 >0 j
_ ﬂ.€2 S1x > ,y<00:)3<0,y20
fX Y(x y) { 0 en otro caso

Por lo tanto, el vector aleatorio (X,Y') no es gaussiano.

De paso podemos ver que la suma X +Y no tiene distribucion normal, lo cual también seria
una manera de mostrar que (X,Y') no es gaussiano.

0o 1 o0 =5 @+ (x—a) > — —x >
Fear (2) [ Froy (0, 2—a)dar = = [T ez Vr siz>0,z2—2<06x<0,z2—2>0
oo 0 en otro caso

1
e~ 3@+ (z=2)") g six>0,z—2<006x<0,z—2>0
en otro caso

3
88

O3 =

I
—N

co _1 2_ 2 . L
L[ e 22072024200y iz >00>260<0,0<z
— ™ —00
0 en otro caso
_1.2 roo (2 . .
Le 2Zf e~ (" =22) six>0,r>z0r<0,z<z2
— ™ —0o0
0 en otro caso
1,2 roo  _(p_ln241.2 . .
_f Le2F [T em@med Ty six > 0,0 > 200 <0,2< 2
0 en otro caso
1,2 1.2 roo (g 1,2 4 .
B %e 2% e1” f_ooe(x 2V dr siz>0x>26x<0,2<z
0 en otro caso
1o—422 [ o-u? w1 1 S+ 1 1
e [Coedu siut 52> 0,ut 52> 2 0ut 5z <0,utzz<z
0 en otro caso
1,-122 poo 42 ; _1 1,4 _1 l
_ ) e f_ooe du siu> —5z,u> 52 0u< —5z,u< 52
0 en otro caso
1,122 poo 42 1,—122 %Z —u? ;
) ger f_% e du+ temi7 [ e du siz <0
- 1 1,2 poo 42 1 _lz2 —1z 2 .
—e 4 féze du + = f_ooe du siz>0



1
_ 1.2 fe'e) 2 _ 1.2 — 52 _2 .
Lema= [ eWdu — tem7*" [ e du siz <0
_ a —o0 5%
1
_1.2 roo 2 _1.2 psz .2 .
Lema# [* emdu— Lem1* [2] e du siz>0
i — 00 752

1
_ 1.2 _1.2 rzlz] 2
= e 17 —Llema® (27 o7y
T —5l2l

Por lo tanto, X +Y no tiene distribucion normal.
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